Logarithmes, exponentielles, puissances

A l'origine, les logarithmes ont été congus pounpéacer les multiplications par des additions, de
facon a faciliter les calculs. On doit a J. Nemkms les années 1600, la réalisation d’'une premiére
table de logarithmes, d'ou le nom de logarithmeéni&m qui lui est aujourd’hui associé. Jusqu’a une
épogue récente -les années 1960-, les réglesid éwent basées sur des graduations logarithmjque
avant d’étre définitivement supplantées par lesutettes.

La fonction logarithme,ln x ou log(x) , intervient dans de nombreux domaines. Elle atarse
notamment toutes sortes de phénoménes évolutifsissance lente. On utilise aussi un logarithme
pour définir un niveau sonore, ou encore pour Bllehde Richter a propos des séismes. La fonction
logarithme comble aussi un vide : on sait que kvéé dex” (avecn entier relatif) eshx™™, mais on
n'obtient jamais ainsk™ = 1k (pour n = 0, la dérivée est 0), ou encore une primitivextiest
x**(a+1) sauf sia = —1). Maintenant c’est la fonctidn x qui aura comme dérivéexlbu encore une
primitive de 1% estin x.

1. La fonction logarithme népérien

1.1. Définition du logarithme népérien par une intdrale (ou une aire)

Plagons-nous sur l'intervall®*+. La fonctiony = 1/ est continue sur cet intervalle. Elle admet des

primitives surR*+, et la primitive qui s’annule poux = 1 est Lxldt. Par définition, on appelle
t

logarithme népérien (noty) cette intégrale, soit :
Inx = J‘X}dt
1t

Si I'on veut, Inx est représentée par une aire algébrique (ici égidére géométrique) :

On a déja plusieurs propriétés du logarithme goodient de sa définition :
 la fonctionin est définie suR*+ =]0, o]

» Elle est dérivable suR*+, et sa dérivée est (k' = 1/x.

» Comme la dérivée est positive, la fonctlorest croissante si*+.

e In1=0.

» Comme la fonctiomn est croissante, on en déduit le signénde:
Inx>0 pourx>1, etlnx<0sur]O, 1].



1.2. Propriété fondamentale

Le logarithme transforme un produit en somme, et ug puissance en multiplication,
soit, ave@ etb > 0 etn entier :

In(ab=Ina +Inb *
In@"=nlna ?
Notamment, In (H) =—Ina. On a aussi Ina/b) =Ina—Inb.

1.3. Limites
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1.4. Courbe représentative

x] 0 too Les résultats précédents donnent le tableau datioas de la
y > fonctionln, et la courbe en découle.
y=In x /
—0o0

La courbe présente deux branches infinies. D'umg lesisquex tend vers 0, Ix tend vers . La
courbe admet I'axe dgscomme asymptote. D’autre part, lorsquiend vers ¢, y tend vers #. En
formant le rapportin x/ x, on verra qu'il tend vers 0. La courbe admet brenche parabolique de
directionOx.

! Pour le démontrer, prenons la fonctpr In ax sur R*+. Sa dérivée esa/ ax = 1. De méme que I,
c’est une primitive de %/surR*+. D’ou In ax=1In x + K. En faisank = 1, on en déduiK = a. D’'ou Inax=Inx
+Ina

2 Pourn entier, cette propriété est une conséquence prétgdente.

% Prenons sous la forme 2 d’'ot In 2' = n In 2. Lorsquen tend vers ¢, cela revient a faire tendrevers
+00, etn In 2 tend vers eb.

* PosonsX = 1/x. Lorsquex tend vers 0+X tend vers ¢, In x = In (1/X) =—In X qui tend vers—o lorsqueX
tend vers o,

® Plagons-nous au voisinage de 1. Le taux d’accnoieseé est Inx /(x — 1). En prenant comme infiniment
petith=x—1, il vaut aussi In (1K) / h. En passant a la limite, le taux d’accroissementaht la dérivée de Irn
en 1, soit I pourx =1, c'est-a-dire 1.



Courbe du logarithme

1.5. Croissances comparées

Lorsque I'on cherche une limite dans le cadre d'unenultiplication entre une puissance de
et une puissance ddén x, et que I'on tombe sur une forme indéterminée, lguissance dex
I'emporte sur la puissance du logarithme.

Notamment, prenongq_X lorsquex tend vers 4o. On obtient une forme indéterminééeo. Dans
X

ce cas, c'est qui 'emporte (ou encor x est négligeable devartau voisinage deos) : Inx tend

X
vers 0.

Pour démontrer un tend vers 0 poux tendant verseb, on procéde ainsi :
X

* On commence par démontrer gmex < x sur R*+. Il suffit pour cela d’étudier la fonction
auxiliaire g(x) = x —In x, dont la dérivée est 1 —xi# (x — 1)k. La dérivée est négative ou nulle sur
]0, 1] et positive ou nulle sur [10ef. La fonctiong admet un minimum exr= 1 et son minimum vaut
g(1) = 1. On en déduit quexy(> 0, d’ouln x < x.

. L'inégalité précédente permet d'écrire : paur 0, In~/x <+/x, soit%ln x<x,oulMX_5

Jx
Inx_Inx\/7<< 2

Alors = 2="2Y"<_= | Plus précisément on a I'encadrement, dés xjuest supérieur a 1:
X Jx x +x

0<|n_x<i. Et quandx tend vers o, Inx est pris en sandwich entre 0 et une quantité end t

X +Jx X

vers 0, et donc tend vers 0.
Les autres cas de limites se déduisent de celengdrocédant & des changements de variables.

Par exemple, prenonsin xlorsquex tend vers 0+. Posoné= 1X. Quandx tend vers 0+X tend
vers +o, et xIn x:imi = _InTX, et I'on applique le résultat précédent. Finaletnelm xtend vers
0. Remarquons que la propriété de croissance caémséapplique bien : lorsquetend vers 0+x In x
est de la forme indéterminéecQ Dans ce cas, c’estqui 'emporte et I'on a bien 1lim xln x=0".

X- 0+

a
Passons maintenant au cas générgj‘_)éi aveca etb positifs. Lorsquec tend vers 4o, on a une
X

forme indéterminées/co. Pour montrer que c'ext qui I'emporte, on fait :

a a
(In E) = (_“g/);j , et I'on poseX= X" avecX qui tend aussi verse-
X X



a/b\2 a a
:(In X J :[gln_x) . Sachant quénX/ X tend vers 0, il en est de mémeﬂéﬁi.
X b X X

Remarque : Le fait que le logarithme soit néglidedhce a une puissance da I'infini indique
que la fonction logarithme a une croissance tégel On peut le constater en comparant les deux
fonctions qui font I'objet de I'exercicce suivant :

Exercice: Position relative des courbes d’équationy = Inet y = x4 = \/\/;( .

1) Tracer sur ordinateur ces deux courbes sur ]0,&pnstater que la courbe du In traverse celle
de y = ¥ Que va-t-il se passer pour de plus grandes valeler x ? Le vérifier en tracant les deux
courbes sur ]0, 6000]. Conclure sur la positionatdle des deux courbes.

Avec ce tracé des deux courbes, on a I'impressienla courbe din monte plus vite que celle de
y=x"* puisqu'elle la dépasse paude I'ordre de 4,2. Mais on sait que sa croissdinitepar devenir
beaucoup plus lente que celle e x*. Il est donc sir que la courbe ge= x** va & nouveau
traverser celle dén. On le constate sur le dessin suivant, po@pproximativement égal a 5500.

Finalement la courbe da commence par étre au-dessous, puis elle passesaug] et enfin repasse
définitivement en dessous.

T T T T T 1
1000 2000 3000 4000 S000 6000

2) Vérifier cela théoriqguement.

Prenons la fonction auxiliairg(x) = x** —In x surR*+. Sa dérivée est :
1 1_x'%-4

9'(¥) = 34 x

ot Elle s’annule poux’*= 4, c’est-a-dire« = 4*= 256.
X X




Comme la fonctiory = x** est croissante, la dérivée est négative peul56, et positive pour >
256. D’'ou le tableau de variation :

|10 x1 2% w2 +00
g — | ¢ +
+
90| /ﬂ/m
4 -81In2
<0

Le minimumm, pourx = 256, est négatif. Sur ]0, 256], la fonction estttue et décroissante. Elle
réalise une bijection de ]0, 256] surd;Hn]. Le nombre 0, qui est dans I'ensemble d’arriasimet un
antécédent unique, de I'ordre de 4,2. Il en est de méme sur I'intdevf256, +eo[, dont I'image est
[m, +oo[, avecx, de I'ordre de 5500 tel qugx,) = 0. On en conclut que la courbeldwicommence par
Y puis au-dessus, en enfin au-dessous.

étre au-dessous de celleyde x
1.6. La fonction logarithme, comme bijection dé&R*+ dansR
Puisque la fonctioin est dérivable sur*+, elle est aussi continue. Etant strictementsgaite et
continue suiR*+, elle réalise une bijection d@*+ = ]0, +oo[ sur ]In(0), In(de0)[ = ]— o0, +oo[ = R.
Ainsi, tout nombre réel (de I'ensemble d'arrivédjreet un antécédent unique d&ts. Notamment 1
a pour antécédent un nombre apgelde I'ordre de 2,718 , tel que e=1.°

Etant une bijection, la fonctioim admet une bijection réciproque, appelée exporientet notée
pour le momenexp(x). On I'écrira auss'.

2. La fonction exponentielle
Par définition, la fonction exponentielle est I'arge du logarithme, soit :
y=expk) avecx DR  équivaut ax=Iny avecy 0 R*+

Dol In(exp&)) = x , ce qu’on écrira aussi : 8 =x et aussi exp(I®) = x, ou €"*=x.

-

o

La courbe de I'exponentielle

Les propriétés de I'exponentielle découlent deesadlu logarithme.

® Comme Ine = 1, on dit quén est le logarithme en baseOn définit plus largement un logarithme en base
parlog x=1Inx/Ina, et 'on a aussi loga = 1. Notamment en base 2, si l'orya 2", alors logy =nlog, 2 =
n.



La fonction exponatielle est définie, continue et dérivable R, avec cette particular : la
dérivée de I'exponentielle est égale a I'expondla :

expk)) = exp) ’
Elle est croissante, et réalise une bijectiolR surR*+. L’exponentielle est partout positiy

On a notamment exp(®) 1 et exp(1) =g, ce qui conduit a choisir la notatie* au lieu de expq :
e’=1 ete'=e. Les régles des puissances s'appliquent a I'expi@ile :

ea+b — ea eb
(€)°=€™.

Limites :

lim e* =+
X — +00

lim e*=0
X — —00

La courbe admet unéranche paraboligue de direction verticale eo, et une asymptote
horizontale qui est I'axe desen-co.

On a aussi :
e* -1 . .
* lim =1 (c’est la limite du taux d’accroissement er
Xx-0 X

En cas dindétermination entre une puissancex et une pugsance d’exponentielle
multiplication, c’est toujours I'exponentielle giemporte

3. Exponentielles généralisé¢ a

Il s’agit de la fonctiona®, otia est une constante. Par définition, puisguee"?,

axzexlna

D'oul la régle : quandroa & étudier une fonction du tya* on doit aussitét la remplacer pe*™"@

Cette fonction n’a de sens quea > 0. Lorsquea est supérieur a 1, m> 0 et la courbe dy = a"
est croissante, comme pogit Mais sia est strictement compris entbeet 1, Ina est négatif, et la
courbe est décroissante, comme e . La dérivée &)’ s’obtient en dérivane*"*¢, d’ou

@) =e*"%na

En rouge les courbes gles 4%, 3, 2, /2 ¥
% en vert celles de (LA)(L/3), (1/2), (L)

7 Poury = exp§) oux =1Iny, ona y:; :—1: y =exp(x)
dx dx dy 1/vy




4. Fonctions puissance

Il s’agit dex®. On connait déja cette puissance lorsa est un entier relatif, ou un nombre onnel
(une fraction d'entiers)Grace a l'exponentielle et au logarithme, cettecfion puissance va
maintenant avoir un sens pauréel quelconque, puisque par défini :

Xa - ea Inx
Quand on a & étudier une fonction du b on aura intérét & la remplacer aussitote ™

Lorsquea est un nombre réel quelconque, cetnction n’existe que pour> 0.

Sa dérivée suR*+ est (x3)'= (@ X)'= ¢ X2 = ;@8- 4,1 On retrouve la formule classiq
X X

de dérivation d’une puissance.

Selon les valeurs de la courbe représentative présente I'une des foguwante:

Cas ou I'exposard est positif :

* Lorsque a est supérieur a 1, on retrouve une (-
parabole d’axe vertical poyr = x4, et une forme analogt
dans le cas général.

* Lorsquea est entre O et 1, on retrouve la d-parabole
1

d’axe horizontal poury =v/x = x2

Cas ou I'exposana est négatif, on retrouve notamm
une branche d’hyperbole poar- -1 § = 1/x)

5. Exercices
5.1. Etude de %
On considére la fonction telle gf(x) = X".

1) Donner son ensemble de définition, et étucette fonction. Tracer la courbe représenta



Pour traiter cette fonction de le seul moyen est d'écring® = IN X Cette expression existe si et
seulement sk > 0, a cause du logarithme. D’ou I'ensemble dénitiein D = R*+. Comme mélange
de fonctions classiques, la fonction est contirtisdvable sub. La dérivée est :

f10) = &M X(n x+X) = f(Y(n x+1). Comme f(x) est toujours positif, a cause de
X
I'exponentielle, la dérivée est du signe de 1. Elle s’annule pour ¥n= -1, soitx=e = 1fe =

0,37. Comme Ix est une fonction croissantexlm 1 I'est aussi, elle passe donc du signe moins au
signe plus quany augmente.

On en déduit le tableau de variations, la fonc@mmet un minimum en &/ et celui-ci vaut
(1/e)V=(e )Y = = 0,69.

Lorsquex tend vers 0+x Inx prend la forme indéterminée O, mais dans ce cas c’estqui
lemporte, et Inx tend vers 0, d'oty = X" Xtend vers 1.

Lorsquex tend vers ¢o, X Inx, de la forme 4o .+, tend vers e, et I'exponentielle aussi. Pour

X% |
étudier cette branche infinie, formoRs=X_ = xX1 = (X~ DINX 5 constate quex 1) Ik tend
X X

vers +oo, doncy/x tend vers l'infini, ce qui indique que la courtdn@et une branche parabolique de
directionOy.

X o 1/e 4o
Fy| — -+
f(x) .I +0oe

® 1

2) Montrer qu’on peut la prolonger par continuité en®Bn appelant fa fonction prolongée, est-
elle dérivable en 0 ?

Prenons comme fonction prolongéeelle que f (x) = f(x) surR*+, et f (0) = 1. Cette fonction est
maintenant définie stR+. Commef admet une limite 1 lorsquetend vers 0 et qu’'on a ausk(0) =
1, cette fonction est continue en 0.

Pour étudier la dérivabilité en 0, formons le talexccroissement au voisinage de 0, en utilisant le

_ exIn X_q exIn X_q . eX -1
fait que x Inx tend vers O : = In x. On sait que=—= tend vers 1 lorsquX¥ tend
X xIn x X
ceXinx_q _ _
vers 0, d’ou I aussi. Comme tend vers o, le taux d’accroissement tend vers.-La
xIn x

fonction n’est pas dérivable en 0, mais la coudraet une tangente verticale en ce point.
5.2.Etude d’'une fonction paire

ef+1

ef-1

Etudier la fonction f telle qué (x) = x

La division est impossible & = 1, soitx = 0. D’ou I'ensemble de définitioR*.



e+l _ e @+ €) _
e -1 ‘X(1 e?()
paire. La courbe est symétrique par rapport a Itlesy, et on peut réduire l'intervalle d’étuddra+.

Formons f (-x) = -x f( - Méme si cela ne se voyait pas, la fonction est

Limite en 0 :f(x) est de la forme indéterminé¢ 0, mais on af (x) :Xi(ex +1) et I'on sait que
e -1

X _
e -1 tend vers 1 lorsque tend vers 0f(x) tend donc vers 2 (on pourrait d’ailleurs prolonfear
X
continuité en 0).
. ef+1 €& . o
Limite en 40 : Comme < =— =1, f(X) =x tend vers ¢. Pour étudier la branche infinie,
e -1
formonsf(x) / x qui tend vers 1. Enfin :
1— 1= exi~2( dans ce cas d’indéterminatiom/, I'exponentielle
1

'emporte, et f(x) — X tend vers 0. La courbe admet une asymptote oblimieest la premiére
bissectrice du repére, d'équatips x.

;e e2X—2XeX—]_ A . . . P
Dérivée : f '(x) =——="=_=. Pour connaitre son signe, qui est celui du nuéraprenons la
(e*-1)°
fonction auxiliaire g(x) = € -2 xé-1, dont la dérivée egf(x) = 2 & (€' — x —1). La courbe de
'exponentielle est située au-dessus de sa tangerded’équationy = x + 1, d’ou la dériveg'(x) est
toujours positive, ef) est croissante s+ a partir degg(0) = 0. A son toug est positive SUR*+, et
f’(x) aussi, d’otf est croissante si*+.



